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2 Schwingungen mit konzentrierten Massen
2.1 Harmonische Schwingungen von Systemen mit einem Freiheitsgrad

3 Schwingrichtung

pm =my+ M,

Boden

2.1.1 Ungedampfte freie Schwingungen
2.1.1.1 Ableitung der Differentialgleichung
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Horizontale Schwingung
u=0

-u -

m Fe<—{m|—F |m

statische Bau : Feder max.

Ruhelage I_B_E:vegungsrlchtung ausgezogen
( Feder nicht Beschleunigung a und dann
ausgezogen)  (in Richtung neg.u) losgelassen

F; = Federkraft ( Riickstellkraft )
F = Tragheitskraft nach d Alembert ( entgegen a)

Z K=0 z.B.in
F -F=0 Fstati K
f ¢ = Federkonstante = il %"
m = Masse ui"f0|99 Fstatisch

U (Beschleunigung in Richtung negatives u)

Differentialgleichung der horizontalen Schwingung
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Fall 2 : Lotrechte Schwingung
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u = 0, Ausgangslage
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Bewegungsrichtung

Uy = Auslenkung aus rein statischer
Wirkung ( statische Ruhelage,
Gleichgewicht)
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Feder aus der statischen
Ruhelage heraus maximal
ausgezogen und dann
losgelassen

Umax
Y

BAUDYNAMIK



tXK=0
Ff'F"G=0

C(Uup+u)-ma-mg=0
Bei ug ist statisches Gleichgewicht aus der Wirkung
von G=m g und Ff=CUO, d.h. mg-cu0=0

Es bleibt -
cu-ma =0 (Beschleunigung in Richtung negatives u: a=-U)

cu-m(-u)=0

Daraus die Differentialgleichung der lotrechten Schwingung

U+ Su= 0| wie Horizontale Schwingung"

m

Wichtiger Hinweise: Die Verschiebung u wird von der
statischen Ruhelage aus gemessen !
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Fall 3 : Drehschwingung

Zur Erinnerung :
Massentragheitsmoment J

J =] r2dm

statische Ruhelage

Bis QOmin aus der statischen
Ruhelage verdreht und dann
losgelassen. Untersuchung
des Zustandes bei — ()
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M ¢ = Torsionsmoment der Feder ( Riickstellmoment)
M = Moment aus der Tragheitswirkung nach d’Alembert

Mstatisch 2B.in kNm

cf = Drehfederkonstante =

olge M
a = Winkelbeschleunigung 9¢ Vstatisch

)
IM=0 —> Mg-M=0

co(-0) -Ja =0

O = d2(D/dt2 =0

Differentialgleichung
der
Drehschwingung

prinzipiell wie
Fall 1 und Fall 2
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2.1.1.2 Lésung der Differentialgleichung ( DGL )
DGL der freien ungedampften linearen Schwingung

. ] : homogene lineare gewéhnliche
U{t) + Ut =01 pGL 2. Ordnung

homogen: weil die rechte Seite Null ist
gewohnlich: nur Ableitungen nach einer Variablen, hier: t
linear: die Funktion u (t) und ihre Ableitungen treten
linear auf
Bsp. fiir eine nichtlineare DGL: 1% +u? = 0

2. Ordnung: weil die hochste Ableitung die zweite ist

EinfUhrung einer neuen Konstanten « zur Abklrzung
( anschauliche mechanische Deutung von w s. Abschn. 2.1.1.3):

CU=VE —> |U +w2u=0] (1)
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0 = VEm —> |U +wéu=0]| (1)

Die folgenden speziellen Funktionen sind Lésungen der DGL (1):

ui(t) = Cysin(wt) | Kontrolle durch Einsetzen
u2(t)=02 cos(“)t) J ”'IdlE'DGL('”

Diese beiden Funktionen sind voneinander unabhéngig und
bilden die allgemeine Lésung der DGL (1)

u(t) =Cqysin(wt) + Cocos(wt) (2

Zur Umformung ersetzen wir die beiden Konstanten C4 und C»o
durch zwei neue Konstanten A und « :

C1=Acosa und Co= A sinc

Dann wird die Losung (2) zu
u(t) =A [cosa+sin(wt) + sinc+cos (w1) | (3)
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u(t) =A [cosa-sin(u;t) - sina*cus(mt)] &)

Zur Umformung von (3) Verwendung des folgenden
Additionstheorems fiir trigonometrische Funktionen :

sin(x+y)=cosx+*siny+sinx+*cosy

Mt (x=c und y=wt)

wird aus der Losung (3):

u(t) = Asin(owt + «)

(4)

A, o = Konstanten, die aus Rand- und Ubergangsbedingungen
zu bestimmen sind ( siehe unten )
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Grafische Darstellung der Losung (4)

Umin I

uz=Asin(wt+a)

u=zAsin(wt)

Aus der Zeichnung: w t=2nx

Zeitdauer einer Vollschwingung

Nullphasenwinkel,
gibt lediglich die Verschiebung einer

Schwingung u=Asin(ot+a)
im Vergleich zu u=Asin(wt)an

mit t=T fir eine Vollschwingung

w=konst=0Q/t = 27/T (als Winkelgeschwindigkeit einer
gleichmafigen Kreisbewegung deutbar )

Genauere Erklarung fiir « siehe Abschnitt 2.1.1.3.
Bestimmung der Konstanten A in u=Asin(wt)

t=Th, u=Umgy — Umax=Asin (& T) S

Losung:

Harmonische Schwingung,
die zur Zeit t =0 durch die
statische Ruhelage geht.
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Grafische Darstellung des Schwingers

statische
Ruhelage
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